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5.1问题引入



5.1.1 层次结构 5.1问题引入

日常生活和科学技术中有很多具有层次结构的事物。
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图 5.1 学校组织结构（部分）
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图 5.2 语法结构
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5.1.2 计算机中的层次结构：文件系统 5.1问题引入
/    "root"

"essential user 
command binaries"

bash
cat
chmod
cp
date
echo
grep
gunzip
gzip
hostname
kill
less
ln
ls
mkdir
more
mount
mv
nano
open
ping
ps
pwd
rm
sh
su
tar
touch
umount
uname

/bin /dev
"device files
incl. /dev/null"

/home
"user home
directories"

/proc
"process & kernel
information files"

/lib
"libraries &
kernel modules"

/mnt
"mount files for
temporary 
filesystems"

/usr
"read-only user application
support data & binaries"

"standard include
files for 'C' code"

"obj, bin, lib
files for coding
& packages"

/usr/bin
"most user
commands"

/usr/include

/usr/lib

/usr/local
"local software"

/usr/local/bin
/usr/local/lib
/usr/local/man
/usr/local/sbin
/usr/local/share

/usr/share
"static data sharable
accross all architectures"

/usr/share/man
"manual pages"

/etc
"configuration files 
for the system"

crontab
cups
fonts
fstab
host.conf
hostname
hosts
hosts.allow
hosts.deny
init
init.d
issue
machine-id
mtab
mtools.conf
nanorc
networks
passwd
profile
protocols
resolv.conf
rpc
securetty
services
shells
timezone

/var
"variable data files"

/var/cache
"application 
cache data"

"data modified as
programmes run"

/var/lib

"lock files to track 
resources in use"

/var/lock

/var/log
"log files"

/var/spool
"tasks waiting to
be processed"

/var/spool/cron
/var/spool/cups
/var/spool/mail

/var/opt
"variable data for 
installed packages"

/var/tmp
"temporary files saved 
between reboots"

/sbin
"essential system
binaries"

fdisk
fsck
getty
halt
ifconfig
init
mkfs
mkswap
reboot
route

/opt
"optional software
applications"

/root
"home dir. for
the root user"

如何在计算机中表示和存储层次结构？能否使用线性结构？如何查询某个元素？
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5.2树的概念



5.2.1 树的定义 5.2树的概念

定义 5.1 (树)  树是由结点组成的有限集合 𝑇，令 |𝑇 | 表示结点的数
量，则有：
1. 若 |𝑇 | = 0，则称 𝑇  为空树；
2. 若 |𝑇 | > 0，则

• 𝑇  中有且仅有一个特殊结点 𝑟，称为根结点；
• 其余结点的集合 𝑇 ∖ {𝑟} 可划分为 𝑚(𝑚 ≥ 0) 个互不相交的子集
𝑇1, 𝑇2, ⋯, 𝑇𝑚，每个子集 𝑇𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚) 也是树，称为 𝑟 的子树；

• 若 |𝑇𝑖| > 0，则子树 𝑇𝑖 的根结点 𝑟𝑖 是 𝑟 的子结点，𝑟 是 𝑟𝑖 的父
结点。
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5.2.2 树的性质 5.2树的概念

1

2
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3

7

4

• 树是递归定义的。
• 树上两个结点间的父子关系属于二元关系。
• 由 𝑛 个结点构成的树包含 𝑛 − 1 对父子关系。
• 用边连接有父子关系的结点，共有 𝑛 − 1 条边。
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5.2.3 树的示例 5.2树的概念

A

B

E F

K L

G

C

H

D

I

M

J

树 𝑇 = {A,B,C,D,E, F,G,H, I, J,K, L,M}，根为 A，子树有：
• 𝑇1 = {B,E, F,G,K, L}，根为 B
• 𝑇2 = {C,H}，根为 C
• 𝑇3 = {D, I, J,M}，根为 D
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5.2.4 树的示例 5.2树的概念

A

B

E F
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G

C
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D

I

M

J

子树 𝑇1 = {B,E, F,G,K, L} 同样也是一棵树，根为 B，子树有：
• 𝑇1,1 = {E}
• 𝑇1,2 = {F,K, L}
• 𝑇1,3 = {G}
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5.2.5 树的基本术语 5.2树的概念

结点的度 子结点或非空子树的个数

树的度 树中所有结点的度的最大值

叶结点 树中度为 0 的结点
中间结点 树中叶结点以外的结点，亦称内部结点

兄弟结点 父结点相同的结点彼此是兄弟结点

结点的层次 根结点在第 1 层；如果结点的层次是 𝑘(𝑘 ≥ 1)，则其子
结点都在第 𝑘 + 1 层；亦称结点的深度

结点的高度 叶结点的高度等于 1；中间结点的高度等于其所有子结
点的高度的最大值加 1

树的高度 根结点的高度，亦称树的深度
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5.2.6 树的基本术语 5.2树的概念

有序树 树中各结点的子树从左向右依次排列，不能交换次序；否则

称作无序树

祖先结点 根结点没有祖先；父结点以及父结点的祖先都是该结点的

祖先结点

子孙结点 叶结点没有子孙；中间结点的各子结点以及这些子结点的

子孙都是该结点的子孙结点
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5.2.7 树的抽象数据类型 5.2树的概念

伪码 5.1: 树的 ADT

元素：𝐷 = {𝑎𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 = 0, 1, 2,…, 𝑛 − 1}，𝑈  是元素全集，𝑛 是元素个数，𝑎0 若存在是根结点
关系：𝑅 = {(𝑎𝑝𝑖 , 𝑎𝑖) | 𝑖 = 1, 2,…, 𝑛 − 1,结点 𝑝𝑖 是结点 𝑖 的父结点}
基本操作：

Initialize(𝑇 ): 初始化一棵空的树 𝑇
Destroy(𝑇 ): 销毁树 𝑇
IsEmpty(𝐿): 返回树 𝑇  是否为空
Root(𝑇 ): 返回树 𝑇  的根结点，若树为空则返回 ∅
Parent(𝑇 , 𝑝): 返回树 𝑇  上结点 𝑝 的父结点，若 𝑝 为根则返回 ∅
Degree(𝑇 , 𝑝): 获得树 𝑇  上结点 𝑝 的度数
Get(𝑇 , 𝑝, 𝑖): 获得树 𝑇  上结点 𝑝 的第 𝑖 个子结点
Insert(𝑇 , 𝑝, 𝑖, 𝑥): 在树 𝑇  上结点 𝑝 的第 𝑖 个子结点之前插入元素 𝑥 作为新的结点
Remove(𝑇 , 𝑝): 删除树 𝑇  上以结点 𝑝 为根的子树
Traverse(𝑇 , Visit): 遍历树中的每个结点，对每个结点调用 Visit 操作
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5.2.8 二叉树的定义 5.2树的概念

二叉树是最简单、最常用的树。

定义 5.2 (二叉树)  二叉树是由结点组成的有限集合 𝑇，则有：
1. 若 |𝑇 | = 0，则称 𝑇  为空二叉树；
2. 若 |𝑇 | > 0，则

• 𝑇  中有且仅有一个特殊结点 𝑟，称为根结点；
• 其余结点的集合 𝑇 ∖ {𝑟} 可划分为两个互不相交的子集 𝑇L
和 𝑇R，分别称为 𝑟 的左子树和右子树。

注意：二叉树的左右子树位置不能交换。
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5.2.9 二叉树的五种基本形态 5.2树的概念

∅
①空二叉树

𝑟

②左右子树都为

空的二叉树

𝑟

𝑇L
③右子树为空的

二叉树

𝑟

𝑇R
④左子树为空的

二叉树

𝑟

𝑇L 𝑇R
⑤左右子树都非

空的二叉树

注意：形态③和④是不同的。
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5.2.10二叉树的基本性质 5.2树的概念

命题 5.3  设非空二叉树上度为 0, 1, 2 的结点个数分别为
𝑛0, 𝑛1, 𝑛2，则有 𝑛0 = 𝑛2 + 1。

证明.  根据命题，二叉树的结点总数 𝑛 = 𝑛0 + 𝑛1 + 𝑛2。

考虑每个结点向子结点引出的边，可知总边数为 0 × 𝑛0 + 1 × 𝑛1 +
2 × 𝑛2 = 𝑛1 + 2𝑛2。

另一方面，由树的性质可知边数为 𝑛 − 1，因此 𝑛1 + 2𝑛2 = 𝑛 − 1 =
𝑛0 + 𝑛1 + 𝑛2 − 1，化简可得 𝑛2 = 𝑛0 − 1，即 𝑛0 = 𝑛2 + 1。  □
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5.2.11二叉树的基本性质 5.2树的概念

命题 5.4  二叉树的第 𝑖 层最多有 2𝑖−1 个结点（𝑖 ≥ 1）。

命题 5.5  深度为 𝑑 的二叉树最多有 2𝑑 − 1 个节点（𝑑 ≥ 1）。

1

2

4 5

3

6 7
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5.2.12二叉树的抽象数据类型 5.2树的概念

伪码 5.2: 二叉树的 ADT

元素：𝐷 = {𝑎𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 = 0, 1, 2,…, 𝑛 − 1}，𝑈  是元素全集，𝑛 是元素个数，𝑎0 若存在是根结点
关系：𝑅 = {(𝑎𝑝𝑖 , 𝑎𝑖) | 𝑖 = 1, 2,…, 𝑛 − 1,结点 𝑝𝑖 是结点 𝑖 的父结点}
基本操作：

Initialize(𝑇 ): 初始化一棵空的二叉树 𝑇
Destroy(𝑇 ): 销毁二叉树 𝑇
IsEmpty(𝐿): 返回二叉树 𝑇  是否为空
Root(𝑇 ): 返回二叉树 𝑇  的根结点，若树为空则返回 ∅
Parent(𝑇 , 𝑝): 返回二叉树 𝑇  上结点 𝑝 的父结点，若 𝑝 为根则返回 ∅
GetLeft/Right(𝑇 , 𝑝): 获得二叉树 𝑇  上结点 𝑝 的左/右子结点
InsertLeft/Right(𝑇 , 𝑝, 𝑥): 在二叉树 𝑇  上结点 𝑝 的左/右子树位置插入元素 𝑥 作为新的结点
Remove(𝑇 , 𝑝): 删除二叉树 𝑇  上以结点 𝑝 为根的子树
TraversePreorder/Inorder/Postorder(𝑇 , Visit): 前/中/后序遍历树中的每个结点
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5.3树的实现



5.3.1 树的存储方式 5.3树的实现

由于树的结构不是线性的，因此一般情况下无法使用顺序存储方式。

通常使用链式存储方式，给每个结点添加指向子结点和/或父结点的
指针域。具体如何选取要根据操作需要和存储空间进行权衡。

对于一般的树，由于度数不确定，需要使用支持变长的序列来存储

子结点的指针域。或者使用孩子兄弟表示法转化为二叉树。

在结点总数已知的情况下，也可以采用静态分配数组，使用数组下

标来代替指针。
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5.3.2 二叉树的存储方式 5.3树的实现

伪码 5.3: 二叉树结点的链式存储

BinaryTreeNode:
value: 结点所带的值
left: 指向左子结点的指针
right: 指向右子结点的指针
parent: 指向父结点的指针（可选）

对于一棵二叉树，设置 root 指针指向根结点。
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5.4二叉树的遍历



5.4.1 遍历的概念 5.4二叉树的遍历

遍历是树和二叉树上一种重要的基本操作，要求按照某种顺序访问

每一个结点，既不重复，也不遗漏。遍历操作能够将树这样的非线

性结构转化为线性序列。

结合二叉树的递归定义，设根结点为 𝑝，左右子树分别为 𝐿 和 𝑅，
则一共有 6 种不同的访问顺序：

𝑝𝐿𝑅 𝑝𝑅𝐿 𝐿𝑝𝑅 𝐿𝑅𝑝 𝑅𝑝𝐿 𝑅𝐿𝑝

再规定左子树必须在右子树之前访问，于是剩下 3 种遍历方式：

𝑝𝐿𝑅：前序 𝐿𝑝𝑅：中序 𝐿𝑅𝑝：后序
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5.4.2 二叉树遍历的递归算法 5.4二叉树的遍历

𝑝

𝐿 𝑅

前序遍历过程：
1. 访问根结点 𝑝
2. 前序遍历左子树 𝐿
3. 前序遍历右子树 𝑅

中序遍历过程：
1. 中序遍历左子树 𝐿
2. 访问根结点 𝑝
3. 中序遍历右子树 𝑅

后序遍历过程：
1. 后序遍历左子树 𝐿
2. 后序遍历右子树 𝑅
3. 访问根结点 𝑝
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5.4.3 二叉树遍历示例 5.4二叉树的遍历

A

B

D

H I

E

J

C

F

K

按不同的序遍历二叉树并按序输

出结点编号：
• 前序遍历：

A, B, D, H, I, E, J, C, F, K
• 中序遍历：

H, D, I, B, E, J, A, F, K, C
• 后序遍历：

H, I, D, J, E, B, K, F, C, A

观察根结点在遍历结果中的位

置。
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5.4.4 前序遍历算法 5.4二叉树的遍历

伪码 5.4: 二叉树前序遍历算法

TraversePreorder(𝑇 , Visit):
1 if 𝑇 = ∅
2 return
3 Visit(𝑇 )
4 TraversePreorder(𝑇 .left)
5 TraversePreorder(𝑇 .right)
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5.4.5 中序遍历算法 5.4二叉树的遍历

伪码 5.5: 二叉树中序遍历算法

TraverseInorder(𝑇 , Visit):
1 if 𝑇 = ∅
2 return
3 TraverseInorder(𝑇 .left)
4 Visit(𝑇 )
5 TraverseInorder(𝑇 .right)
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5.4.6 后序遍历算法 5.4二叉树的遍历

伪码 5.6: 二叉树后序遍历算法

TraversePostorder(𝑇 , Visit):
1 if 𝑇 = ∅
2 return
3 TraversePostorder(𝑇 .left)
4 TraversePostorder(𝑇 .right)
5 Visit(𝑇 )
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5.4.7 二叉树求高度算法 5.4二叉树的遍历

伪码 5.7: 二叉树求高度算法

Height(𝑇 ):
1 if 𝑇 = ∅
2 return 0
3 ℎL ← Height(𝑇 .left)
4 ℎR ← Height(𝑇 .right)
5 return max(ℎL, ℎR) + 1
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5.4.8 从遍历结果还原二叉树 5.4二叉树的遍历

问题：能否从遍历结果还原二叉树的结构？

考虑以下两棵二叉树的前序遍历结果。

A

B

A

B

结果均为 A, B。只用中序或后序能还原吗？问题在哪里？

思考题：如果用前序和中序两种遍历结果可以吗？后序和中序呢？

前序和后序呢？
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5.5二叉树的应用



5.5.1 表达式解析与求值 5.5二叉树的应用

问题.  给出一个由数、运算符和小括号组成的表达式，其中数由 0
到 9 的数字组成；运算符有加减乘除（除法结果取整），先乘除后加
减；小括号可以嵌套。将该表达式解析成二叉树的形式，注意表达

式可能会不合法，要能报错。

例如：

• 1+1 → 2
• (1+5)/2 → 3
• (8+0)/(9-(2*3+1)) → 4
• (1+2 → 报错
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5.5.2 表示式树 5.5二叉树的应用

表达式具有层次结构，对于由二目运算构成的表达式，可以用二叉

树来表示，称为表达式树。

例.  对于表达式 (1+5)/2，可以用如下的二叉树来表示：

/

+

1 5

2

在表达式树中，叶结点是参与运算的数，中间结点是运算符。
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5.5.3 表达式树的遍历 5.5二叉树的应用

/

+

1 5

2

对表达式树进行遍历：
• 前序遍历：/ + 1 5 2，前缀表达式
• 中序遍历（加括号）：((1+5)/2)，中缀表达式
• 后序遍历：1 5 + 2 /，后缀表达式
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5.5.4 用二叉树进行表达式解析和计算 5.5二叉树的应用

1 #include <iostream> C++
2 #include <optional>
3 #include <string>
4 #include <string_view>
5 #include <variant>
6
7 // 计算两个数的四则运算
8 std::optional<int> Calculate(int lhs, char op, int rhs) {
9   switch (op) {
10     case '+':
11       return lhs + rhs;
12     case '-':
13       return lhs - rhs;
14     case '*':
15       return lhs * rhs;
16     case '/':
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5.5.4 用二叉树进行表达式解析和计算 5.5二叉树的应用

17       if (rhs != 0) {
18         return lhs / rhs;
19       } else {
20         return {};  // 被零除
21       }
22     default:
23       return {};  // 不支持的运算
24   }
25 }
26
27 // 表达式树上结点的值：整型（操作数）或字符型（运算符）
28 using Token = std::variant<int, char>;
29
30 // 表达式树结点类
31 class Node {
32  public:
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5.5.4 用二叉树进行表达式解析和计算 5.5二叉树的应用

33   explicit Node(const Token& value, Node* left = nullptr, Node* right = nullptr)
34       : value_(value), left_(left), right_(right) {}
35
36   // 显示后缀表达式
37   void DumpPostfix() const {
38     if (left_) left_->DumpPostfix();
39     if (right_) right_->DumpPostfix();
40     if (std::holds_alternative<int>(value_)) {
41       std::cout << std::get<int>(value_) << ' ';
42     } else {
43       std::cout << std::get<char>(value_) << ' ';
44     }
45   }
46
47   // 表达式求值
48   std::optional<int> Evaluate() const {
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5.5.4 用二叉树进行表达式解析和计算 5.5二叉树的应用

49     if (std::holds_alternative<int>(value_)) {
50       return std::get<int>(value_);
51     } else {
52       auto lhs = left_->Evaluate();
53       if (!lhs) return {};  // 左子表达式计算错误
54       auto rhs = right_->Evaluate();
55       if (!rhs) return {};  // 右子表达式计算错误
56       return Calculate(*lhs, std::get<char>(value_), *rhs);
57     }
58   }
59
60   static Node* Parse(std::string_view expr);
61
62  protected:
63   Token value_;
64   Node* left_;
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5.5.4 用二叉树进行表达式解析和计算 5.5二叉树的应用

65   Node* right_;
66 };
67
68 // 解析一个表达式
69 Node* Node::Parse(std::string_view expr) {
70   if (expr.empty()) {
71     return nullptr;  // 非法表达式：空串
72   }
73   int level = 0;  // 当前括号嵌套层数
74   std::size_t pos = std::string::npos;
75   for (std::size_t i = 0; i < expr.length(); i++) {
76     char ch = expr[i];
77     if (ch == '(') {
78       ++level;
79     } else if (ch == ')') {
80       if (--level < 0) {
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5.5.4 用二叉树进行表达式解析和计算 5.5二叉树的应用

81         return {};  // 非法表达式：括号不匹配
82       }
83     } else if (level == 0) {
84       if (ch == '+' || ch == '-') {
85         pos = i;  // 如果是加减号，一定比前面出现的优先级低
86       } else if ((ch == '*' || ch == '/') &&
87                  (pos == std::string::npos || expr[pos] == '*' ||
88                   expr[pos] == '/')) {
89         pos = i;  // 如果是乘除号，只比前面出现的乘除号优先级低
90       }
91     }
92   }
93   if (level != 0) {
94     return nullptr;  // 非法表达式：括号不匹配
95   }
96   if (pos != std::string::npos) {  // 找到了最低优先级的运算符
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5.5.4 用二叉树进行表达式解析和计算 5.5二叉树的应用

97     auto left = Parse(expr.substr(0, pos));
98     if (!left) {
99       return nullptr;  // 左子表达式解析错误
100     }
101     auto right = Parse(expr.substr(pos + 1));
102     if (!right) {
103       return nullptr;  // 右子表达式解析错误
104     }
105     return new Node(expr[pos], left, right);
106   } else if (expr.front() == '(') {  // (xxx) 的形式
107     return Parse(expr.substr(1, expr.length() - 2));
108   } else {  // 数
109     int num = std::stoi(std::string(expr));
110     return new Node(num);
111   }
112   return nullptr;  // 其他错误
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5.5.4 用二叉树进行表达式解析和计算 5.5二叉树的应用

113 }
114
115 int main() {
116   std::string expr;
117   std::getline(std::cin, expr);
118   auto tree = Node::Parse(expr);
119   if (tree) {
120     std::cout << "Postfix expression: ";
121     tree->DumpPostfix();
122     std::cout << '\n';
123     auto result = tree->Evaluate();
124     if (result) {
125       std::cout << "Result: " << *result << std::endl;
126     } else {
127       std::cout << "Invalid calculation" << std::endl;
128     }
129   } else {
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5.5.4 用二叉树进行表达式解析和计算 5.5二叉树的应用

130     std::cout << "Invalid expression" << std::endl;
131   }
132 }
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5.5.5 表达式树的用途 5.5二叉树的应用

表达式树能够天然地表示表达式的层次结构，便于后续的各种处理：

求值、等价变换等。

对于更加复杂的语法，同样可以用树的结构来进行表示，称为抽象

语法树（abstract syntax tree, AST），是编程语言的编译器和解释器
内部实现的重要组成。
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5.6小结



5.6.1 本讲小结 5.6小结

• 树与二叉树的概念
• 树的实现：链式存储、静态存储
• 二叉树的遍历：前序、中序后序
• 二叉树的应用：表达式树
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